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RESUMEN

En el presente trabajo se realiza una revision bibliografica sobre el uso del software Geogebra como herramienta
tecnoldgica-didactica en el aprendizaje de mateméticas, de manera central en el campo de Calculo Integral. La
metodologia aplicada fue de tipo cualitativa ya que se recogen y analizan datos de variables a manera de redaccién o no
cuantificable. Se realiz6 un estudio de tipo documental de caracter descriptivo a través de Google Académico; Dialnet y
Redalyc. En este proceso se han encontrado 13 articulos que presentan el uso de tecnologia para el aprendizaje de
matematicas, como resultado de este estudio arroja que el uso del Geogebra ayuda de manera sustancial a la resolucion
de problemas y es una herramienta para utilizar como estrategia en el aprendizaje del célculo integral. Finalmente, el
software Geogebra brinda apoyo de manera dinamica en el estudio de calculo de areas bajo curvas generadas por
funciones, asi como de area entre curvas, sélidos propuestos en revolucién partiendo de una funcion o varias funciones
y un eje de rotacion, de igual manera para el calculo de longitudes de arcos de curvas planas y/o rectangulares, teniendo
en cuenta que se puede realizar el calculo analitico y representacion grafica de cada problema. Se concluye que el
software Geogebra ayuda por sobre manera en el aprendizaje de calculo diferencial ya que por medio de los estudiantes
desarrollan nuevos conceptos y crean nuevos conocimientos, por medio del desarrollo de graficos en dos dimensiones,
tres dimensiones dindmico y célculo analitico.

Palabras Clave: Geogebra, Aprendizaje, Calculo Integral, Matematicas.

ABSTRACT

In the present work, a bibliographic review is carried out on the use of Geogebra software as a technological-didactic
tool in the learning of mathematics, centrally in the field of Integral Calculus. The methodology applied was of a
qualitative type since variable data is collected and analyzed in a written or non-quantifiable way. A descriptive
documentary study was carried out through Google Scholar; Dialnet and Redalyc. In this process, 13 articles have been
found that present the use of technology for learning mathematics, as a result of this study it shows that the use of
Geogebra helps substantially to solve problems and is a tool to use as a strategy in the integral calculus learning.
Finally, the Geogebra software provides dynamic support in the study of calculating areas under curves generated by
functions, as well as the area between curves, proposed solids in revolution starting from a function or several functions
and a rotation axis, in the same way. for the calculation of arc lengths of plane and/or rectangular curves, taking into
account that the analytical calculation and graphical representation of each problem can be carried out. It is concluded
that the Geogebra software helps above all in the learning of differential calculus since through the students they
develop new concepts and create new knowledge, through the development of two-dimensional graphics, three-
dimensional dynamics and analytical calculation.

Keywords: Geogebra, Learning, Integral Calculus, Mathematics.
RESUMO
No presente trabalho, é realizada uma revisdo bibliogréfica sobre o uso do software Geogebra como ferramenta

didatico-tecnoldgica na aprendizagem da matemaética, centralmente na &rea de Célculo Integral. A metodologia aplicada
foi de tipo qualitativo uma vez que os dados varidveis sdo recolhidos e analisados de forma escrita ou ndo quantificavel.
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Foi realizado um estudo documental descritivo por meio do Google Académico; Dialnet e Redalyc. Nesse processo,
foram encontrados 13 artigos que apresentam o uso da tecnologia para o aprendizado da matematica, como resultado
deste estudo mostra que o uso do Geogebra auxilia substancialmente na resolucao de problemas e é uma ferramenta a
ser utilizada como estratégia no célculo integral. Por fim, o software Geogebra fornece suporte dindmico no estudo de
calculo de areas sob curvas geradas por fungGes, bem como a area entre curvas, sélidos propostos em revolugao a partir
de uma funcéo ou varias funcBes e um eixo de rotacdo, da mesma forma. o calculo de comprimentos de arco de curvas
planas e/ou retangulares, levando em consideracdo que o calculo analitico e a representacdo grafica de cada problema
podem ser realizados. Conclui-se que o software Geogebra auxilia sobretudo na aprendizagem do calculo diferencial,
pois através dos alunos eles desenvolvem novos conceitos e criam novos conhecimentos, através do desenvolvimento
de graficos bidimensionais, dindmicas tridimensionais e calculo analitico.

Palavras-chave: Geogebra, Aprendizagem, Célculo Integral, Matematica.

INTRODUCCION

El trabajo innovador de las personas dedicadas a la ensefianza de las matematicas ha
descargado en el uso de la tecnologia como herramienta afianzadora del conocimiento,
desarrollando capacidades destinadas al desarrollo del pensamiento critico e induciendo a la mejora
de sus destrezas para el aprendizaje del calculo integral.

En este articulo se investiga sobre el uso de los recursos tecnoldgicos y programas
informaticos de: graficacion y soluciones algebraicas de integrales definidas e indefinidas y su
ayuda para mejorar sistematicamente la ensefianza del Calculo Integral, en los cuales se explica en
primer lugar un aprendizaje significativo y en segundo lugar el conocimiento se lo relaciona con los
posibles problemas a resolver en la sociedad.

Dentro de las soluciones algebraicas se detalla que los estudiantes estaran en la capacidad de
desarrollar algebraicamente las integrales definidas e indefinidas, asi como su campo amplio de
aplicacién como son el area bajo la curva generada por una o mas funciones, calculo del volumen
de un sélido dispuesto en revolucion partiendo de una funcién y un eje de rotacion y la
determinacion de las longitudes de arcos de curvas planas y rectangulares.

Molina Mora (2015); indica que la tecnologia no sustituye lo que se debe ensefiar y
aprender, es decir que, la tecnologia es una herramienta muy 0til para el desarrollo de las integrales
ya sean estas definidas o indefinidas ya que sin estas habrian casos muy dificiles de resolver. Sin
dejar de lado los paradigmas que se deben seguir para poder explicar y comprender de manera
I6gica el desarrollo de los problemas.

Jacinto y Carreira (2018) recalcan el uso de la tecnologia en la frase “un gran a gusto de
estos jovenes, todo el mundo crea dibujos, explora propiedades, visualiza y reconoce patrones. En el
cual se recalca el uso de una herramienta tecnoldgica como es el programa GEOGEBRA, mediante
el cual los estudiantes pueden experimentar, resolver o expresar acciones que, de alguna manera son
incomparables. Para lo cual es necesario proponer un estudio mixto en el cual se debe tomar en
cuenta de manera primordial el estudio de procesos matematicos para luego incluir los programas
para “facilitar” su desarrollo, ya que simplemente realizar el calculo con ayuda de tecnologia dejaria
de lado el objeto de estudio.

Ballesteros, Lozano y Rodriguez (2020) expresan que las herramientas tecnologicas también
se utilizan para dar a los estudiantes nuevas formas de visualizar conceptos y abordar problemas de
forma dinamica.

El objetivo de este articulo es mostrar que utilizar la aplicacién Geogebra como herramienta
didactica-tecnologica en los estudiantes de la carrera de Ingenieria Mecanica durante el estudio de
la materia de Calculo Integral mejora su aprendizaje significativo.

Metodologia
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Este es un estudio de revision bibliogréafica, se utiliza la metodologia cualitativa ya que se
recogen y analizan datos de variables a manera de redaccién o no cuantificable. Se realiz6 un
estudio de tipo documental de caracter descriptivo.

La basqueda de la informacion se la ejecuta mediante el estado del arte para recolectar la
informacién de 13 articulos relacionados al tema que estan publicados en revistas y encontrados
mediante Google Scholar, para esta busqueda se ha utilizado el nombre del articulo, las palabras
claves y filtro de fechas e idiomas, por Gltimo, se realiza la gestion de esa informacion.

Se utiliza el método deductivo para la realizar la gestion de la informacion y sacar
conclusiones de los articulos investigados.

DESARROLLO

EL GEOGEBRA'Y SUS BONDADES

Geogebra

Al empezar un estudio de un software libre, primero se debe entender lo que es un Recurso
Educativo Abierto, para lo cual Rubio (2020):

Cualquier recurso educativo (incluso mapas curriculares, materiales de curso, libros de
estudio, streaming de videos, aplicaciones multimedia, podcasts y cualquier material que haya sido
disefiado para la ensefianza y el aprendizaje) que esté plenamente disponible para ser usado por
educadores y estudiantes, sin que haya necesidad de pagar regalias o derechos de licencia (p. 4)

Ruiz (2018) opina que “las herramientas computacionales han modificado profundamente la
naturaleza de las exploraciones y la relacion de dichas exploraciones con la sistematicidad del
pensamiento matematico”. Esta afirmacion es incuestionable cuando se completa al sistema
educativo softwares o programas informaticos, logrando ver desde otro punto de vista o perspectiva
los objetivos del estudio de matematica.

Geogebra es un software multididactico que apoya a los estudiantes a aprender de manera
interactiva, relacion a este estudio ayuda a ejercitarse de manera préctica y facilita diversos tipos de
calculos.

Barahona at al (2015) La herramienta Geogebra facilita procesos de abstraccién para
mostrar cdmo se construye una relacion entre un modelo geométrico y un modelo algebraico de una
situacion de la vida real.

GeoGebra es el software que proporciona una excelente opcion para mejorar la actividad
central de las matematicas en la resolucién de problemas y es una herramienta adecuada para
utilizar como estrategia en la ensefianza de las ciencias exactas (Jiménez Garcia & Jiménez
Izquierdo , 2017).

El software geogebra es de gran importancia en el desarrollo del pensamiento critico y
proposicional. Segun Aldazabal Melgar at al (2021):

El uso del software GeoGebra representd una excelente opcién para la mejora de las
habilidades resolutivas de problemas vinculados con figuras geométricas bidimensionales en
la asignatura de matematicas para estudiantes universitarios del primer afio de la carrera
profesional de educacién, brindando la oportunidad de desarrollar estrategias de trabajo
colaborativo, integracién socio estudiantil y mejora del clima de clase en un contexto de
interaccion académica remota. Se recomienda el empleo de esta herramienta, aunque podria
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ampliarse con la combinacion de otras aplicaciones mas que facilitarian el proceso de
ensefianza aprendizaje. (pp. 9 — 10)

Interfaz:

La interfaz de geogebra presenta varias vistas entre las cuales se distinguen para el uso de

ingenieria ya que cuenta con una vista algebraica en la cual mediante la entrada y comandos ya
establecidos por el programa se pueden realizar calculos matematicos y fisicos; de igual manera
cuenta con una vista grafica 2D en la cual se va detallando cualquier tipo de graficos partiendo de
las ecuaciones, inecuaciones o cualquier ejercicio matematico que se esté realizando en la vista
algébrica; de igual manera en la vista grafica 3D se va creando de manera espacial (tres planos) para
luego crear un objeto macizo partiendo de rectas de funciones.

Esta se divide en varias zonas:
e Ensu parte superior esta la barra de menus y barra de herramientas.

e En el centro se encuentra las vistas tanto algebraicas, graficas en 2D-3D y hoja de
célculo.

e En la parte inferior se encuentra campos de entrada, el cuadro de simbolos y la ayuda
de entrada.
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Figural. Interfaz del Software Geogebra
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Figura 2. Vista Algebraica y Vista Gréafica 2D

En la Figura 2. se ejemplifica la forma de utilizar las vistas algebraica y vista grafica 2D para
realizar calculos matematicos como pendiente de una recta y/o distancia entre dos puntos.

BRSSO PN T
|

» Vista Algebraica %[ v Vista Grafica %[ ¥ Vista Grafica 30

Figura 3. Vista Algebraica — Vista Gréafica 2D — Vista Grafica 3D

En la figura 3. se ejemplifica la forma de utilizar las vistas algebraica, vista gréafica 2D y
vista grafica 3D para realizar calculos mateméticos como pendiente de una recta y/o distancia entre
dos puntos, de igual manera poder apreciar en la 2D las lineas que luego seran pasadas a la vista en
3D formando el tridimensional.

APRENDIZAJE DE CALCULO INTEGRAL

El calculo integral estudia las integrales y sus aplicaciones a los diferentes campos de la
ciencia, para la solucion de los diversos problemas en la vida profesional.

Mateus-Nieves y Hernandez (2020) establecieron que:
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La integral dejo de ser solo un operador, una herramienta (unitario), para resolver el
problema general del calculo de cuadraturas, convirtiéndose en un nuevo concepto con sus propios
problemas y métodos (sistémico), lo que nos permite identificar ahora, otro significado que
podriamos llamar “emergente” que puede interpretarse como “intermedio”, ya no para el operador
integral, sino para el naciente calculo integral (p 200).

Bautista y Shingareva (2017) la solucién de integrales se lleva a cabo utilizando una
coleccidn de estrategias y casos especiales, y en realidad estos pueden usarse solo en subconjuntos
defunciones, para combinaciones finitas de funciones (excepto de la adicién) no hay reglas
simples (p.77).

En si el célculo integral se divide en dos partes, integrales indefinidas e integrales definidas.
En su primera parte se desarrollan ejercicios, integrales definidas, partiendo de formulas aplicables
segun los métodos correspondientes. Los métodos mas aplicados son: integrales inmediatas,
integrales de diferenciales trigonométricas, integrales por sustitucion trigonométrica e integracion
por partes.

Las integrales inmediatas son aquellas cuya solucion son directas y solo basta con la
aplicacion de formulas para su solucion, en algunos casos se deben realizar operaciones algebraicas
para aplicar las formulas inmediatas; las integrales de diferenciales trigopnométricas se solucionan
considerando las integrales trigonométricas o bien, formas trigoponométricas reducibles a formulas
establecidas; exiten algunas integrales que contienen expresiones de las formas:
a® —x%; a® + x%;a* —x* las cuales no tienen una solucién directa, pero resultan sencillas si
realiza una sistitucion trigonométrica, por ejemplo si la expresion es a® — x2, la sustitucion que se
debe realziar es x = a sen#, si la expresion es  a* + x7, la sustitucion que se debe realziar es
x = a sec &; las integrales en las cuales se tiene el producto de dos funciones se realiza por el
método de integracion por partes, para lo cual se utiliza la relacion [ u dv =uv — [ v du, donde
se debe escoger entre las dos funciones dadas cual corresponde a uy cual corresponde a dv, para
esto es til la identificacion ILATE, en ese orden para las funciones Inversas, Logaritmicas,
Algebraicas, Trigonométricas y Exponenciales. En el siguiente cuadro se detallan las forulas de
integracién mas utilizadas.

10.- | see’ udu =rgu +c

lefdu=u+e 1. | cosec” ndu =—corgu +c
6 " 12.-[S€CHTgH(fH=S€CH+(.‘
2.+ | adu=a|du !
. . 13.- | cosecucorgudu =—cosecu+c
3| (du+dv)= | du+|dv "
e 14.-J = =aresenu+c
4. 'u du="—+c(n#-)
n+l 15.- |\[_ —arccosi +¢
edu
5.-|—={r]|u|+c i
. 16.- ) —=arergute
B |e'du=e"+c it
’ ¢ odu
" 17.- 13 —arceoTgl+¢
P i’
Te|d'du=—m=+c
; (na 18.- | du [ arcsecu+cu>0
8.+ | cosudu=senu+c w - ‘ atesecu+ciu <0
% J arccosecu +ciu >0
9.+ | senudu=-cosu+c 19.- |
/ JH - 1 arccosecu +e:u <0

Figura 4. Formulas de Integrales
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GEOGEBRA COMO HERRAMIENTA TECNOLOGICA-DIDACTICA EN EL CALCULO
INTEGRAL

El estudio del célculo integral con el software Geogebra como herramienta tecnoldgica
didactica ayuda de manera efectiva en el desarrollo de las competencias y fortalecimiento del
aprendizaje significativo en los estudiantes.

El buen uso software geogebra tiene muchas ventajas, tal cual como lo detalla Villalobos at
al (2017):

Permite al profesor explicar conceptos que, de otra forma, quedarian en un nivel de
abstraccion dificil de asimilar por muchos estudiantes en un tiempo breve; permite una
participacidn mucho mas activa y creativa por parte del estudiante ya que puede experimentar a su
gusto (de forma guiada o no por su profesor) lo cual le permite obtener conjeturas y extraer
conclusiones. Esto abre a cualquier estudiante con minimos conocimientos informaticos toda una
gama de posibilidades para su aprendizaje (pp.138 - 139).

Villalobos at al (2017) no dice que los profesores deben adaptar su metodologia a esta
herramienta, a pesar de las dificultades que implica poner en préctica cualquier propuesta de
innovacion, tanto en cuestiones metodoldgicas como curriculares, en cualquiera de los niveles de
ensefianza.

Clavijo at al (2019) en su investigacion indica que los estudiantes tenian un mejor
desempefio académico cuando se trabajaba con medios tecnoldgicos para la modelizacién y
dinamizacién de las actividades propuestas en las clases.
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Figura 5. Célculo de Area forma Analitica
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Figura 6. Célculo de Area Bajo la Curva con Geogebra

DISCUSION

En esta investigacion de revision bibliografica se hace muy evidente la efectividad del uso
del geogebra como herramienta didactica-tecnoldgica para el aprendizaje de calculo integral, ya que
se logra una mejor captacion por parte de los estudiantes para el desarrollo del conocimiento,
ligando los ejercicios de integrales definidas con problemas del dia a dia.

El software Geogebra apoyo de manera dindmica en el estudio de calculo de areas bajo
curvas generadas por funciones, asi como de area entre curvas, sélidos propuestos en revolucion
partiendo de una funcion o varias funciones y un eje de rotacién, de igual manera para el célculo de
longitudes de arcos de curvas planas y/o rectangulares, teniendo en cuenta que se puede realizar el
calculo analitico y representacién grafica de cada problema.

Conclusiones

En el estudio de 13 articulos originarios de la busqueda en el Google académico se da a
conocer varias explicaciones relacionadas al estudio del uso de geogebra como herramienta
didactica-tecnoldgica en el aprendizaje de calculo integral. La tecnologia desde hace varios afios
atras ha venido siendo una herramienta importante en el desarrollo del conocimiento en todos los
niveles, tanto el docente como los estudiantes se deben apoyar en herramientas tecnologicas para
que el aprendizaje sea mas significativo.
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El software geogebra ayuda por sobre manera en el aprendizaje de calculo diferencial ya que
por medio de los estudiantes desarrollan nuevos conceptos y crean nuevos conocimientos, por
medio del desarrollo de graficos en dos dimensiones, tres dimensiones dinamico y calculo analitico.
En ese sentido, recomendamos nuevas investigaciones empiricas en diferentes contextos con el uso
de software para confirmar y validar con mayor precision las consideraciones expuestas en esta
investigacion.
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